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YPartie 1
INTRODUCTION

Vers la fin des années 1970, Borwein, dans ses travaux, fut le premier a considérer un probleme d’optimi-
sation utilisant les applications multivoques. Par la suite, en 1981, l'auteur posera les fondations de la théorie
de 'optimisation multivoque (ou set-valued optimization, en anglais). Cette théorie correspond a I'étude de pro-
blemes de minimisation ou de maximisation d’une fonction objectif a valeurs ensemblistes opérant entre deux
espaces vectoriels normés et dont 'espace objectif a la particularité d’étre partiellement ordonné par un cone
possédant diverses propriétés topologiques et géométriques. Ces dernieres années, 'optimisation multivoque,
s’est révélée étre un domaine prolifique de recherche des mathématiques appliquées, comme le présentait
déja Jahn en 2011. En I'occurence, la mesure des risques en Finance, la logique floue, la théorie des jeux, etc.,
justifient le développement d’outils avancé pour I'étude des problemes de ce domaine des mathématiques.
C’est en ce sens qu'a la suite des travaux d’Hamel, de Kuroiwa et de Jahn, Geoflroy et Larrouy ont proposé
de nouveaux outils construits pour I'optimisation multivoque. Ces derniers ont menés a I'introduction des
espaces de Geoffroy (voir [4]) constituant I'objet d’étude de ce stage.

L'objectif de ce stage est de découvrir le métier de chercheur en Mathématiques en réalisant un travail
d’étude et de recherche. Tout au long du stage, nous nous sommes intéressés aux espaces de Geoffroy ainsi
qu’a leur application en optimisation, notamment.

Le rapport s’organise comme suit : dans la Section 2, nous présentons un certains nombre de notions et
résultats de topologie générale et d’analyse conlinéaire utiles a la bonne compréhension du rapport. Ensuite, a
la Section 3.1, nous présentons la théorie des espaces de Geoflroy et fournissons quelques résultats importants
sur ces espaces. Enfin, une derniére section présente la structure d’accueil ainsi que mes impressions sur le
métier de chercheur.
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Partie 2
NOTIONS FONDAMENTALES

Dans cette partie, nous rappelons les notions utiles 2 la bonne compréhension du rapport. Nous com-
mencons par rappeler les notions de base de voisinages et d’espace de Fréchet-Uryson que le lecteur pourra
retrouver dans Bourbaki [2, p. TG 1.4] et Archangel’skij [1, p.18], respectivement.

Définition 2.1 ([2]). Dans un espace topologique X, on appelle base de voisinages d’'un élément x de X, tout
ensemble B, de voisinages de x tel que pour tout voisinage U, de , il existe un voisinage B € B, tel que

B c U,.

Définition 2.2 ([1]). On appelle espace de Fréchet-Uryson tout espace topologique X vérifiant que la fer-
meture de tout sous-ensemble 4 C X dans X coincide avec la fermeture séquentielle de A, définie par

[Alseq = {7 € X | F@n)nen e AN tel que 2, — 7}, i.e. VA C X, A= [(A]seq-

Notons Z := (Z, || - ||), un espace vectoriel normé non-trivial. Dans la suite, 'ensemble des parties non-vides
de Z sera notée P°(Z). Nous commencons par rappeler les notions de préordre et de cone, utiles a la com-
préhension du rapport.

Définition 2.8 ([7]). On appelle préordre sur Z toute relation binaire réflexive et transitive. Une relation
binaire exclusivement transitive sera appelée préordre stricte.

Par ailleurs, nous rappelons que 'addition de Minkowski de deux ensembles 4, B € P°(Z) est définie par
A+B:={a+blaecd, beB}.

Enfin, pour tout réel A > 0, la notation A4 := A - 4 désignera la multiplication par les scalaire positifs avec la
convention 0 - 4 = {04} .

Définition 2.4 ([7]). On appelle cone de Z tout sous-ensemble K C Z stable pour la multiplication par les
scalaires positifs, i.e., pour tout A € R; : AK C K.

Nous rappelons qu'un sous-ensemble S C Z est dit convexe dés lors que pour tout z,y € S et tout A € [0, 1],
la combinaison barycentrique Az + (1 — A)y est un élément de S. Toutefois, dans le cas ou S est un cone, nous
montrons que la convexité admet un caractérisation ensembliste.

Lemme 2.5 ([7]). Un céne K C Z est convexe si et seulement si K + K C K.

Démonstration. Soit K un cone de Z. Supposons que K soit convexe. Alors, tx + (1 — )y € K pour tout x,y € K
et tout ¢t € [0, 1]. En particulier, pour ¢ = %, onak := %x + %y = %(x +y) € K. Or, K est un cone. Alors, on
déduit donc de la Définition 2.4 que 2k =x+y € K, dou K+ K C K.

A T'inverse, supposons que K + K C K. Puisque c’est un cone, par définition, AK C K pour tout A > 0. En
particulier pourz € [0, 1] fixé : (1 -1)K € KettK € K. D'ou(1-1)K+iK € K+K C K, i.e. K est convexe. 0O

Dans ses travaux, Hamel [5, Définition 5] introduit le concept d’espace conlinéaire qui généralise la no-
tion d’espace vectoriel. En fait, comme on peut le voir ci-dessous, 'axiomatique est similaire. La principale
différence réside dans le fait qu'un espace conlinéaire Q ne vérifie pas nécessairement la deuxieme loi de dis-
tributivité, i.e. pour touta € Q et tout o, p > 0 : (x + B) - a = (axa) + (fa), contrairement a un espace vectoriel
réel qui doit vérifier cette loi pour tout o, 3 € R.

Définition 2.6 (Espace Conlinéaire). Soit (Q, +), un monoide commutatif d’élément neutre 0. Supposons
que pour tout a,b € Q et tout o, f > 0 :

o-PBa)y=(p)-a | «-@a+b)=(x-a)+(x-b) | 0-a=0¢n et 1-a=a.
Alors, le triplet (Q, +, -) est appelé espace conlinéaire (réel).

Hamel [5, Définition 17] introduit ensuite la notion d’espace conlinéaire préordonné en considérant un es-
pace conlinéaire (P°(Z),+,-) et un préordre sur P°(Z), que nous noterons =, compatible avec sa structure
algébrique, i.e., un préordre tel que pour tout 4, B, D, E € P°(Z) et tout A > 0 :

(i) AXBetD 2 Eimplique A+D X B+E;

(ii) A % B implique A4 < AB.
Cette définition étend essentiellement le concept d’ensemble partiellement ordonné aux ensembles puissances
(i.e., aux ensembles de parties d’ensembles). En 2019, Geoflroy [8] qui introduit une convergence topologique
sur P°(Z) pour les suites d’ensembles en agrégeant au concept de Hamel un préordre stricte < associé au
préordre <. Ainsi, comme le précise Larrouy [10], pour Geoffroy [8] un espace conlinéaire est un cing-uplet
(P°(Z),+, -, %, <) vérifiant 'axiomatique suivante : pour tout 4, B, D, E € P°(Z) et tout A > 0,

(a) les axiomes (i) et (ii) présentés plus hauts sont vérifiés ;

(b) A < Bimplique A < Bet A4 < AB.
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8 LES ESPACES DE GEOFFROY

Partie 3
LES ESPACES DE (GEOFFROY

Comme le commente Geoflroy [3], il n’existe pas de topologie naturelle sur 2°(Z). Afin de surpasser
cette problématique, Geoflroy et Larrouy [4] ont récemment introduit une topologie sur P°(Z) basée sur le
concept d’espace conlinéaire (voir Définition 2.6). Ces espaces fournissent un cadre adapté au traitement des
problemes d’optimisation multivoques dont nous discuterons a la Section 8.3. En 2025, Larrouy [10] nomme
Espaces de Geoffroy, toute structure conlinéaire doublement préordonnée a 'aide d’un céne convexe, fermé et
d’intérieur topologique non-vide muni d’une topologie.

3.1 Construction et propriétés des espaces de Geoffroy

Désormais, a 'instar des travaux de Geoflroy et Larrouy [4], nous supposerons que Z est partiellement or-
donné au moyen de 'ordre partiel <¢ défini part :

21 <cz9g & z9-21€C(,

ot C désigne un coéne convexe, fermé et d’intérieur topologique non-vide, i.e., on a int(C) # 0. Soient A, B €
P°(Z). On rappel que le C-préordre inférieur jlc de Kuroiwa [8] est défini par

4B e Bcd+C
A T'aide de ce préordre, nous pouvons considérer la relation de C-égalité inférieure =l(, définie par

A4-B e A4=.B and B =LA

Dans leurs travaux, Geoffroy et Larrouy [4] on introduit un préordre strict associé au C-préordre inférieur de
Kuroiwa. Plus précisément, le C-préordre strict <ZC de Geoffroy et Larrouy est défini par

A4 <LB e 3FeeinC), 4+{e} <L B.

Notons que puisque int(C) c C, 4 <l€ B implique A4 510 B.

Définition 8.1 (C-intervalle). SoientA, B € 9°(Z). On appelle C-intervalle entre A et B1'élément de P(%°(Z))
noté (4; B)¢ et déhini par :

;B = {Xe@"(Z) | A<LX et XJCB}.

Des lors, on appellera topologie de I'ordre sur les ensembles et on note T, la topologie sur 9°(Z) engendrée
par la famille de tous les C-intervalles de P°(Z). En particulier, Geoflroy et Larrouy [4, Lemme 4.1] ont
montré le résultat suivant.

Lemme 3.2 ([4]). Soient (4; B)¢ un C-intervalle et X € (A; B)¢. Alors e € int(C) tel que (X — {e}; X +{e})¢ C
; B)c.

Dans leur travaux, Geoflroy et Larrouy [4, Proposition 4.5] ont pu extraire un syst¢eme fondamental de voi-
sinages simple d’utilisation pour chaque élément de P°(Z).

Proposition 8.3 ([4]). Soit X € P°(Z). Alors, la famille V(X)) := {(X — {e}; X +{e})¢ | € € int(C)} est une base de
voisinages de X pour t".

Démonstration. Soit B := {(4 —{e}; 4 +{eD¢c | 4 € P°(Z), e € int(C)}. B étant un ouvert de P°(Z), on a que
B c €. Soient Q ¢ P°(Z) un ensemble t€-ouvert et X € Q. La famille de tous les C-intervalles de $°(%)
étant une base de €, il existe 4,B € P°(Z) tel que A <ZC Bet X € (4;B)c c Q. D’apres le Lemme 8.2,
il existe un vecteur ¢ € int(C) tel que F := (X — {e}; X + {e})¢ € (A4; B). Nous avons prouvé l'existence d’'un
élément F € B tel que X € F et I C Q. Par conséquent, B est une base pour la topologie 7€ sur P°(2).

Soit T un t€-voisinage de X € P°(Z). La famille B étant une base pour la topologie € sur 2°(Z), on en
déduit qu’il existe 4 € P°(Z) et ¢ € int(C) tel que X € (4 —{e}; 4 +{e})¢ c Tx. Or, d’apres le Lemme 3.2, il
existe ¢ € int(C) tel que (X —{e’}; X +{e'De € (A —{e'}; 4 +{e'}P¢. Par conséquent, (X — {e'}; X +{e'}Dc € Vx
et Vo(X) est une base de voisinages de X pour €. O

Ainsi, on appelle espace de Geoffroy (cf. Larrouy [10]) toute structure conlinéaire doublement préordon-
née muni d’une topologie, i.e., toute structure S¢ de la forme

8(7 = ((8’ RER jl(j, :l(j, '<l(j) s TC) s (1)

o S € P°(P°(Z)) et € est la topologie de ordre sur les ensembles associée a (8, +, ﬁl(,, =l(,, 41(7) .
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Lemme 3.4 ([9]). Soient ¢ € C et ¢ € int(C). Alors, il existe N € N* tel que % -+ € C. En particulier, on a :
{c} -< {N&} ce qui implique Ne — ¢ € int(C).
Demonstratzon. Posons pour tout n € N*, ¢, := +. Puisque ¢ € int(C), on peut trouver un rayon r > 0 tel que
B, (%) c C. Par ailleurs, pour n assez grand, on a : H% —Cp — %H = ||ep]| < 7. Par conséquent, il existe N € N*,
tel que § —cy € C dour:

{04} jlc {% - CN} = {cn} 510 {%} = {c} <ZC {Ne} = {Ne—-c}cint(C) = ¢ <1(7 Ne.

La preuve est complete. O
Théoreme 3.5 ([9]). Tout espace de Geoffroy est & bases dénombrables de voisinages.
Démonstration. Soient X € P°(Z) et ¢ € int(C). D’apres la Proposition 8.3, on a :

1
pour tout n € N, 7 := (X— — e X+ — {8} € Ve(X).

Considérons maintenant un voisinage Ny de X. D’apres la Proposition 3.3, on peut supporter sans perte de
généralité que Ny := (X — {e}; X +{e})¢ avec e € int(C). D’apres le Lemme 8.4 , on peut trouver N € N tel que
{ler] } <IC {e}. Ce qui implique que FZ(X) € Nx. De plus :

Be(X) = | 100 € V).

neN
Finalement, en invoquant la dénombrabilité de N, la preuve est complete. O
A travers ce théoreme, Larrouy [9] a en réalité montré que tout espace de Geoffroy est un espace séquen-

tiel, i.e. T est définie par I'ensemble de ses suites "convergentes". D’autre part, une conséquence du Théoreme
3.5 est le résultat suivant.

Théoreme 3.6. Tout espace de Geoffroy est un espace de Fréchet-Uryshon.

3.2 Continuité des applications multivoques a valeurs dans un espace de Geoflroy

Soit @ C X un ensemble non-vide. Nous rappelons qu'une fonction multivoque est une fonction
F:9p — PZ):= P°(Z)u {0},

associant a chaque élément de @y une partie de Z. Désormais, nous considérons I'espace de Geoffroy P¢(Z)
défini par

93C(Z) = ((93 (Z)$ +, ,—C’ l(’<l(*) 5 C) .
On notera que dans la notation F' : @ — P(Z) implique que Dp € dom(F) := {x € F(x) | Fx) # 0}.

Définition 8.7 (t€-continuité). Une application F : Dp — P(Z) est dite continue en & € Dy si pour tout
voisinage Vg ) de F(x), il existe un voisinage Uz de & tel que pour tout x € Uz, F(x) € Vp).
On dira que F(-) est continue sur I'ensemble @y si elle est continue en tout point de Dp.

Nous fournissons un exemple de fonction multivoque continue au sens de la topologie de 'ordre sur les en-
sembles. On rappelle qu'un processus convexe au sens de Rockafellar [11] est une application multivoque T
telle que pour tout aj, ag € A, on a T(ay) + T(ag) C T(ay + ag), pour tout & > 0 et pour tout a € 4, on a
T(xa) = «T(a) et 0 € T(0).

Exemple 3.8. Soient n € N, la matrice M € M,(R+), h,k € R" ainsi que la fonction f : R" — R définie par

02
J@) = Y <ij<n ml]x xj. Pour tout i,j € N tel que i # j, on a que 3 fé"z 2mx; + 2mj;x; et 0 f("c) =2 1<i<n Mx)

sont linéaires.

Sotent 7 = R",C := R, D := R" et l'application F' : R" — P¢(R) définie par :

_ _ % @, ,
Fo = (@M} =y ), Foahik
1<ij<n
On veut montrer que Uapplication F est un processus convexe T —continu sur D. Soient a,b € D,
_ ~ _ ?f@, 0 f(b) _ 0%fa+b),
F@yFO) = R @ Home HE O M0} = § D) S5+ ) 5otk =4 ), = —hiky
1<ij<n J 1<ij<n J 1<ij<n J
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8.2  Continuité des applications multivoques & valeurs dans un espace de Geoffdoy LES ESPACES DE GEOFFROY

On a donce F(a) + F(b) = {(Hf (a + b).h|k)rn} = Fa + b), en particulier F(a) + F(b) C F(a+b). Soient a € D et A > 0.

%@, | _ 3 0%/ a)

AF(a) = MHf(@).hlk)rn} = { A axiaxj ) axiaxj

1<ij<n

hikj ¢ = {(Hf Aa).h|k)rr} = F(Aa).

1<ij<n

De plus, F(Og») = {(Hf (On).h|k)rr} = {Z]giljgn mhikj} ={0}. On donc bien que 0 € F(Opn). Lapplication I

0x;0x;
est donc bien un processus convexe. Montrons que le processus convexe F est continu sur D. Soit = = (a + b) e Rf. Pour
tout ¢ € int(R+) = ]0;+00[, on a:
Fa - €)= {(H/@).hge - €} <& F@) = {(Hf@-hlk)rr}

et F@) = {(Hf@-hlbrs} <, F@+e) = {(Hf@-hlk)g + ).
On en déduit que pour tout voisinage (F(a) — €; F(a) + €)r, avec € € int(Ry), quel que soit le rayon r > 0 choisi, on a
que pour tout z € B(2) : F(z) € (& — ¢; F(2) + e)r,. Par conséquent, le processus convexe F est continu sur R”.
Nous proposons un autre exemple de processus convexe continu.
Exemple 8.9. Soient Z = R, C := Ry, D := R et Uapplication F : RZ2 — 97~‘(7P(IR) définie par :
F,y) = [-2x - 3y; 4x + 5y]

On rappelle qu'un processus convexe au sens de Rockafellar [11] est une application multivoque T telle que pour tout aj,
ag € A, ona T(ay)+ T(ag) C T(ay + ag), pour tout x > 0 et pour tout a € A, on a T(xa) = xT(a) et 0 € T(0).
On veut montrer que Uapplication F est un processus convexe ™+ —continu sur D. Soit (x,y) € D. On a :
F(@,y) +@,y) = [-2@+2") = 3@ +y'); 4@ +2) + 50 + )]
F(x,y)+ F@',y") = [-2x — 8y; 4x + 5y] + [-22" — 8y’; 42" + 5]

Soit (21,29) € Fla,y) X F@@',y"). Alors, =20 — 3y < 21 <4dx+dyet — 22" =3y <29 <42’ +5y.
Ce qui implique que 21 + z9 € F((x,y) + (@', y")).
Par conséquent, ¥(x,y) € D, F(x,y) + F',y') C F((x,y) + (@,5")).
Soient A > Q et (x,y) € D. Ona:

AF(x,y) = Az | z € [-2x — 8y; 4a + 5y}

={Az | -2x— 8y <z < 4x + 5y}

={w|—2$—3y§%§4x+5y}enposanlw=7\z

= {w | M=2x — 8y) < w < A4z + 5y)}
= {w | —2(\x) = 3(\y) < w < 4(Ax) + 5(Ay))}
= F((Az, Ay))
= F(\(x,y))
De plus, 0 € F((0,0)) = {0}. Lapplication F est donc bien un processus convexe.
Montrons que le processus convexe F est R —continu sur D. Soit = = (%, ) € D. Pour tout ¢ € int(R4) = ]0, +ool, on
a:
[-2i - 87 - {e}; 42 + 55 — {e}] <k [-27 - 87; 47 + 5]
et [-27 - 87; 47 + 55 <Gy [-27 - 85 +{e}; 43 + 57 + {e}]
On en déduit que pour tout voisinage (F(2) — €; F(2) + €)r, avec ¢ € int(R+), quel que soit le rayon r > 0 choisi, on a

queVz € Br(2): F(z) € (FE) — &; F(E) + €)R,-

Par conséquent, le processus convexe F est T~ -continue sur D.

Proposition 3.10 ([4]). Soit F : Dp — Pc(Z). Lapplication F est semi-continue inférieurement en x € D si et
seulement si elle est séquentiellement continue en &, i.e. ¥(xy)pen C X convergente vers & et tout € € int(C) : F(T)—¢ <IC

F(xy), pour n assez grand.

Démonstration. Soit ¢ € int(C). Supposons que F(-) soit semi-continue inférieurement en z € X. Alors, il existe
un voisinage U; de z tel que pour tout x € Uy : F(&) — {e} JC F(x). Considérons une suite x, — Z. Ainsi, pour
n suffisamment grand, on a x,, € Uz, d’our : F(x) — {¢} <ZC F(x,). En d’autres termes, F(-) est séquentiellement

semi-continue inférieurement en z. A 'inverse, si F n’est pas semi-continue inférieurement en z, alors il
existe & € int(C) tel que pour tout réel 3 > 0, on puisse trouver x € Bg (z) N D, tel que F(z) ¢ (F(&) - {é})E. Par
conséquent, pour tout n € N, il existe N > n, tel que :

xy € B1 @) N D, tel que : Flxy) ¢ (F(&) - {?:})27 .

En somme, il existe une suite x;, convergente vers & tel que F(x,) ne vérifie pas I'estimation : F(x)—{&} <1C F(xy),
i.e. F(-) n’est pas séquentiellement semi-continue inférieurement en z. O
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8.8  Optimisation conlinéaire sur les espaces de Geoffroy 8 LES ESPACES DE GEOFFROY

3.3 Optimisation conlinéaire sur les espaces de Geoflroy

L'optimisation multivoque est le domaine des mathématiques s’intéressant aux problémes de minimisa-
tion ou de maximisation de fonctionnelles multivoques 2 valeurs dans un ensemble partiellement ordonné
par un cone possédant diverses propriétés. En general, ce type de problemes prend la forme :

Minimiser F(x),
SOP(F,C,D):{ parrapporta C,
tel que x €D,

ouF : D — P°(Z) est la fonction objectif et D € dom F C X est le domaine admissible. Il est courant
que X soit un espace vectoriel.
Dans la littérature, on retrouve deux visions relativement distinctes du concept de solution pour les pro-
blemes d’optimisation multivoque, chacune résultant d’'une facon propre d’approcher ce type de problemes :
I'approche vectorielle et 'approche ensembliste que nous considéreons dans la suite de notre travail.

On précise que résoudre SOP(F, C, D) par I'approche ensembliste consiste a trouver les points & € D, ap-
pelées solutions minimales, tels que F(&) possede certaines propriétés de minimalité. Cette approche repose
sur la notion de famille des images de F, i.e. la famille & := {F(z) | z € D}.

Définition 3.11 (Semi-continuité inférieure). Une application F' : Dp — Pe(Z) sera dite semi-continue
inférieurement en T € @y si pour tout € € int(C), il existe un voisinage Uz de & tel que pour tout x € Uy :
F@) <L F@)+{e).

On dira que F(-) est semi-continue inférieurement sur @y si elle U'est en tout point de Dy

Définition 3.12 ([10]). Soit F : X — 9P°(Z) une application multivoque. Un point x € D est appelé solu-
tion minimale de Pareto de SOP(F, C, D) si avoir x € D et F(x) le F(x) implique F() jlc F(x). On note
SOP(F, C, D), 'ensemble des solutions minimales de Pareto.

Définition 3.13. Soit une fonction multivoque F : D — P, (Z). On appelle ensemble de sous-niveau de F(-)
au niveau y € F(D), 'ensemble défini par : Ly (F) := {x eD ) F(x) le {y}}

Dans leurs travaux, Herndndez et Rodriguez-Marin [6, Théroeme 5.9], ont prouvé le résultat suivant :

Lemme 3.14. Soient A,B € P°(Z) tel que A est C-fermé. Si pour tout ¢ € int(C), on a que A — {e} '41(7 B alors
A= B.

Théoreme 3.15 (Condition suffisante pour 'existance de solutions minimales de Pareto). Soient une fonc-
tion multivoque F : D — @CP(Z) et D C domF tel que D soit compact. Si pour tout y € F(D), £ (F) :=

{x €D ’ F(x) ﬁZC {y}} est fermé, alors PEM(F, C, D) est non vide.

Théoreme 3.16 (Existance de solutions minimales de Pareto). Soient une fonction multivoque F : D — 97°CP(Z)

C

et D C domkF tel que D soit compact. Si F(-) est inférieurement T -semi-continue et & valeurs C-fermées sur D, alors

PEF,C,D) est non vide.

Démonstration. Soient D un ensemble compact et F' : D — @CP(Z), une application multivoque T€-semi-
continue et a valeurs C-fermées sur D. Soit I'image de D par I définie par F(D) := |, p{F(x)}.

Considérons y € F(D) et une suite {z,} c Z(y) telle que x, ﬂk x € X. D’apres le Théoreme 3.15, il suffit

de prouver que € Z(y). Puisque £(y) € D, on en déduit que & € D. D’apres la Proposition 3.10, on a que
F(-) est séquentiellement inférieurement T -semi-continu en z, i.e. pour toute suite (x,),en d’éléments de X
convergeant vers & et pour tout ¢ € int(C),

F@@) - {e} <ZC F(xy,), pour n suffisamment grand. 2)

En combinant (2) avec le fait que que x, € £(y), on obtient
pour tout ¢ € int(C), F(x) — {¢} <1C {y}. 3)
Or, considérons A, B € $°(Z) avec A C-fermé. Geoflroy et Larrouy ont montré en [4, Lemme 4.10], que si
A - {¢} <lc B pour tout ¢ € int(C), alors A4 jlc B. Ainsi, puisque F(x) est C-fermé par hypothése, en posant
A = F(x) et B = {y} on a par suite que £ € £(y). On en déduit que £L(y) est fermé dans D par caractérisation
séquentielle d’'un ensemble fermé. Par conséquent, PE{(F, C, D) est non vide. O

Exemple 8.17. Soient Z = R2,C := R2, D := [1,4] et lapplication F : [1,4] — QCP(RQ) définie par :

F(@) = [Inz; Vz] X [2 + sina?; 8 + sin 22]. 4)
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Ficure 1 — Une visualisation numérique du graphe de F'

On veut montrer que le probleme d'optimisation multivoque SOP(F, IR%, [1, 4]) admet au moins une solution mini-
male de Pareto, i.e. PE[(F, [R%, [1,4]) # 0. Onaque D = [1, 4] est bien compact. De plus, Vx € [1, 4], cl(F(x)+ R%) =
d([Inz; V] x [2 + sina?; 8 + sin? 22] + R2) = [Ina; vzl X [2 + sin2?; 3 + sin 22] + R2 = F(x) + R2, ie. Festa
R

valeurs R2-fermées sur [1,4]. Montrons que lapplication F est T 2 _continue en tout point x € [1,4]. Soit x € [1,4].

Pour tout € = (g1, ¢€9) € int(le) =10, +o0[2, ona :

[Inz —eq; Vi - e1] x [2+ sinz? — €9;3 + sin? 3% - €9] <§Q2 [Ini; V] x [2 + sin@?; 8 + sin2§:2]

2 2-2

et [1ni;‘/§[><]2+sin§c2;3+sin2i2] <§QQ [lni+€1;\/§+£1]x[2+sinj +e9; 3 +sin“T” + £9].

On en déduit que pour tout voisinage (F(&) — €; F(¥)+ €)p2 avec € € int(R2), quel que soit le rayon r > 0 choisi, on a que

R

Vr € B (x) : F(x) € (F(¥) - &; F(Z) + €)pe. Par conséquent, lapplication F est T 2 _continue sur [1, 4], ce qui implique

, e 2 . .
qu'elle est inférieurement T+ -semi-continue sur [1,4].
Par suite, dapres le Théoreme (3.16), SOP(F, IR%, [1,4]) admet bien au moins une solution minimale de Pareto, i.e.

PEFF,R2,[1,4]) # 0.

3.4 Ma premiere contribution aux espaces de Geoffroy

En analyse univoque, on sait que les propriétés suivantes sont équivalentes :
(@ f: @ — Y est continue sur P
(b) I'image réciproque d’un ouvert % € P(Y) par F(-) est un ouvert de X > ;.

On se propose dans cette partie d’adapter les notions d’images et d’images réciproques d’une fonction uni-
voque, aux applications multivoques a valeurs dans un espace de Geoflroy.

Définition 3.18. Soit F' : X — P(Z). On appelle C-image par F de X C domF , 'ensemble défini par
FoX):={Y e ?°(2) | Fr € X, F(x) :lc YL

Définition 8.19. Soit F': X — P¢(Z). On appelle image réciproque par I de Y € P¢(Z), 'ensemble défini
par F-1(Y):={x € X | F(x) € Y}.

Exemple 8.20. Soient Z = R2,C := R2, D := R, et lapplication F : Ry — Pp(Z) définie par :
F(x):= [1,4] X [2 + 2522 +4].

L'image de l'ensemble [4; 6] par F est F([4; 6]) = U e[4;6] F'(@) = [1; 4] x [6; 36].
Deéterminons la C-image de Uensemble [4; 6] par F, i.e. F([4;6]) :={Y € P°(R2) | 3x € [4; 6], Fx) :lC Y}:
Soient Y € 97°°(|R%) et x € [4;6]. Alors 3a,c € Ry, b,d € Ry U {+00}, avec a < b et ¢ < d tel que Y = [a; b] X [c; d].

Y =L F@) o Y 3L F@) et F@) s Y
sYcFx)+CeFx)ycY+C
& [a;b] x [;d] € [1,4] X [2 +x;22 + 4] + RZ et [1,4] X [2 +x;22 + 4] € [a;b] X [¢; d] + R?

Sa=1;b>4;c=2+zxetd>a2%+4.
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On en déduit que F-([4;6]) = {[l;b] X [2 +x;d] ‘x €[4;6),b>4etd >+ 4} =[1, +oo[ X [6, +oo].
Déterminons l'image réciproque de P°(R) x P°([3; 53]) par F(-) :

F-H(P°(R) x 2°([8;53])) = {x € Ry | F(x) € P°(R) x P°([3; 53])} = [1;7] € R,

Définition 3.21 (Continuité (avec I'image réciproque)). Une application multivoque F : X — 930,,(2) est
dite continue sur X si pour toute partie ouverte Q de QCP(Z), I'image réciproque de Q par F, i.e. 'ensemble

F~1(Q) est une partie ouverte de X.

Théoreme 3.22. Soient ' : X — P¢(Z) et Nx Uensemble des parties ouvertes de X. Les assertions suivantes sont
équivalentes :

() F est tC-continue sur Dp
(i) YQ € P°(Z), Ve € int(C), F-1(Q — {e}; Q +{eD)o) € Ny

Démonstration. Soient Q € P°(Z) et ¢ € int(C). D’apres la Proposition 8.3, (Q — {e}; Q + {e})¢ € V(Q) et est
tC-ouvert. Supposons que F soit T€-continue sur @g. On considere & € F~1(Q —{e}; Q +{e})c) € Dp. Alors
d’apres la Définition (8.19), F(z) € (Q —{e}; Q +{e})¢c. Comme F est t€-continue en &, 3U; € Ny tel que pour
tout x € Uz, Flx) € (Q —{e}; Q +{e})¢. Or,on a:

FHQ~{eh Q +{eDe) = fr € X | Fx) € (Q — {e}; Q +{eD)c).
Dot Uz € F~1(Q —{e}; Q + {e})e). Par conséquent, FHQ -{e Q+ {ehe) € Nx.
On en déduit que VQ € P°(Z2),Ve € int(C), F~1(Q - {e}; Q + {ehe) € Ny.
ATlinverse, considérons & € @y et supposons que YQ € P°(Z), Ve € int(C), F~1(Q -{e}; Q +{e})¢) € Nx. Soit
¢ € int(C). Alors, on a en particulier pour Q = F(x) € P°(Z) :
FHF@) —{e} F@ +{eDc) € My.

En d’autres termes F~1(F@) — {e)}; F&) + {eDe) est un ouvert de Dy, et comme & € D, Uz tel que Uz C
F~U((F@) ~ {e}; F@) +{e})c). Do :

Vr € U,z € F~H(F@) - {e} F@) +{eDo) = F@) € (F@) - {e}; F@) + {e})c.

On en déduit que pour tout T € Dp, IU; tel que pour tout x € Uz, Fx) € (F@) — {e}; F@) + {e})¢. Par
conséquent, F' est t€-continue sur Dy O

Exemple 8.23. Soit Z := R+, C := R+, D := R et lapplication F' : Ry — P¢(Z) définie par :

[Inz; 20+ 7] six e [l;+o0],
{cos |z|} six € |—o0; 1[.

F(x) = {

On veut montrer que lapplication F n'est pas continue sur Ry en appliquant la réciproque du Théoréme 8.22, i.e. :
F n'est pas continue sur Dp < 3Q € P°(Z), 3¢ € int(C), F Q- {e}; Q +{eD) ¢ Nx.

Considéronsx:=1 € Dp, £:=1 € int(Ry) et Q = F(&) € P°(Z). Ona:
F Y (F@)—{e} F@HEDR, ) = F~H([Ind—&; 2i+7-E]; [In@+&; 2i+7+EDR.) = F~H([~1;91; [1; 10DR,) = [1; g] ¢ Nx.

Par conséquent, d’apres le Théoreme 8.22, F(-) n'est pas continue sur Dp.
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Yartie 4
CONCLUSION

Nous cloturons ce rapport par une présentation de la structure d’accueil du stage, une synthese du travail
effectué ainsi que mes impressions sur le métier d’enseignant-chercheur.

4.1 La structure d’accueil

Mon stage s’est déroulé au laboratoire de Mathématiques, Informatique et Applications, communément
appelé LAMIA, correspondant a I'unité de recherché (UR1_1) de I'Université des Antilles. Ledit laboratoire
compte 2a ce jour une soixantaine de membres, répartis en une trentaine de membres permanents, a savoir
les Maitres de conférences et Professeurs des Universités, ainsi que les membres temporaires, notamment
des doctorants et des ATER. Le LAMIA est organisé en huits groupes thématiques tels que le CAVA, un de
ceux dédiés aux Mathématiques, notamment I’Optimisation, le LIA, un de ceux dédiés a 'informatique en
Intelligence artifcielle et le GRATIN qui est a la croisée de plusieurs disciplines. Au sein du laboratoire, les
recherches dans le domaine des Mathématiques se concentrent en particulier sur le contrdle optimal, 'opti-
misation, la modélisation, I'analyse des équations aux dérivées partielles, les problemes inverses et la topologie
générale.

4.2 Synthese du travail effectué

Au cours de ce stage, nous avons pu étudier les fondements des Espaces de Geoflroy ainsi que certaines
de leurs applications en analyse multivoque et en optimisation, a I'aide d’articles scientifiques sur le sujet ainsi
que des livres de topologie générale. Dans la suite, nous avons pu apporter notre contribution aux Espaces de
Geoflroy par I'adaptation de concepts et d’'un résultat d’analyse univoque a I'analyse multivoque compatible
avec les Espaces de Geoffroy.

4.3 Mes impressions sur le métier d’enseignant-chercheur

Vivre ce stage m’aura permis d’en apprendre davantage sur le métier d’enseignant-chercheur. En 'occur-
rence, j’ai pu me rendre compte qu’il s’agit d'un métier exigeant, nécessitant une grande rigueur, des qualités
certes intellectuelles mais aussi humaines de collaboration, de remise en question et de patience. La recherche
est d'une part, selon moi, une activité passionnante, une source d’enrichissement intellectuel, lors de la phase
de documentation et I'élaboration d’une bibliographie. Mais aussi de réflexion, de questionnement et de créa-
tion pour apporter, aussi modeste qu’elle soit, notre pierre a I'édifice scientifique. Enfin, vient le moment de
la transmission, avec la rigueur scientifique et les normes académiques de rédaction qui s'imposent, de ce que
'on apporte mais aussi de ce que 'on a recu et compris de ceux qui nous ont précédé et avec qui, le cas échéant
on a pu collaborer. De mon point de vue, le trait d’'union entre enseignant et chercheur est la condition sine
qua non nous ne pourrions continuer a €lever I'édifice des connaissances mathématiques dont la construction
nous a précédé et continuera avec les générations futures.

4.4 Remerciements

Je tiens a remercier mon tuteur, le Dr. James Larrouy de m’avoir permis de vivre ce stage plus qu’enrichis-
sant intellectuellement et humainement, sous son encadrement. En 'occurrence, tout au long du stage, le Dr.
James Larrouy a su m’encourager, faire preuve d’une grande patience, se rendre régulierement disponible, me
donner de précieux conseils pour acquérir de nouvelles compétences, gagner en autonomie et faire grandir
mon golt pour les Mathématiques. Avec lui, j’ai pu me rendre compte qu'étre enseignant-chercheur, plus
qu'un métier, c’est une véritable vocation au service du développement des connaissances mathématiques et
de leur transmission.
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