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Vers la *n des années ")+,, Borwein, dans ses travaux, fut le premier à considérer un problème d’optimi-
sation utilisant les applications multivoques. Par la suite, en ")’", l’auteur posera les fondations de la théorie
de l’optimisation multivoque (ou set-valued optimization, en anglais). Cette théorie correspond à l’étude de pro-
blèmes de minimisation ou de maximisation d’une fonction objectif à valeurs ensemblistes opérant entre deux
espaces vectoriels normés et dont l’espace objectif à la particularité d’être partiellement ordonné par un cône
possédant diverses propriétés topologiques et géométriques. Ces dernières années, l’optimisation multivoque,
s’est révélée être un domaine proli*que de recherche des mathématiques appliquées, comme le présentait
déjà Jahn en %,"". En l’occurence, la mesure des risques en Finance, la logique -oue, la théorie des jeux, etc.,
justi*ent le développement d’outils avancé pour l’étude des problèmes de ce domaine des mathématiques.
C’est en ce sens qu’à la suite des travaux d’Hamel, de Kuroiwa et de Jahn, Geo#roy et Larrouy ont proposé
de nouveaux outils construits pour l’optimisation multivoque. Ces derniers ont menés à l’introduction des
espaces de Geo#roy (voir [(]) constituant l’objet d’étude de ce stage.

L’objectif de ce stage est de découvrir le métier de chercheur en Mathématiques en réalisant un travail
d’étude et de recherche. Tout au long du stage, nous nous sommes intéressés aux espaces de Geo#roy ainsi
qu’à leur application en optimisation, notamment.

Le rapport s’organise comme suit : dans la Section %, nous présentons un certains nombre de notions et
résultats de topologie générale et d’analyse conlinéaire utiles à la bonne compréhension du rapport. Ensuite, à
la Section !.", nous présentons la théorie des espaces de Geo#roy et fournissons quelques résultats importants
sur ces espaces. En*n, une dernière section présente la structure d’accueil ainsi que mes impressions sur le
métier de chercheur.
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Dans cette partie, nous rappelons les notions utiles à la bonne compréhension du rapport. Nous com-
mençons par rappeler les notions de base de voisinages et d’espace de Fréchet-Uryson que le lecteur pourra
retrouver dans Bourbaki [%, p. TG ".(] et Archangel’skij [", p."!], respectivement.

Dé’nition $." ([%]) . Dans un espace topologique X, on appelle base de voisinages d’un élément x de X, tout
ensemble !x de voisinages de x tel que pour tout voisinage Ux de x, il existe un voisinage B → !x tel que
B ↑ Ux.

Dé’nition $.$ (["]) . On appelle espace de Fréchet-Uryson tout espace topologique X véri*ant que la fer-
meture de tout sous-ensemble A ↑ X dans X coïncide avec la fermeture séquentielle de A, dé*nie par
[A]seq := {x̄ → X | ↓(xn)n→ℕ → Aℕ tel que xn ↔↗ x̄}, i.e. ↘A ↑ X,A = [A]seq.
Notons Z := (Z, ≃ · ≃), un espace vectoriel normé non-trivial. Dans la suite, l’ensemble des parties non-vides
de Z sera notée P⇐(Z). Nous commençons par rappeler les notions de préordre et de cône, utiles à la com-
préhension du rapport.

Dé’nition $.# ([+]) . On appelle préordre sur Z toute relation binaire ré-exive et transitive. Une relation
binaire exclusivement transitive sera appelée préordre stricte.

Par ailleurs, nous rappelons que l’addition de Minkowski de deux ensembles A,B → P
⇐(Z) est dé*nie par

A + B := {a + b | a → A, b → B} .

En*n, pour tout réel ω ⇒ 0, la notation ωA := ω · A désignera lamultiplication par les scalaire positifs avec la
convention 0 · A = {0Z} .
Dé’nition $.% ([+]) . On appelle cône de Z tout sous-ensemble K ⇑ Z stable pour la multiplication par les
scalaires positifs, i.e., pour tout ω → ℝ+ : ωK ⇑ K.
Nous rappelons qu’un sous-ensemble S ⇑ Z est dit convexe dès lors que pour tout x, y → S et tout ω → [0, 1] ,
la combinaison barycentrique ωx + (1 ↔ ω)y est un élément de S. Toutefois, dans le cas où S est un cône, nous
montrons que la convexité admet un caractérisation ensembliste.

Lemme $.& ([+]) . Un cône K ⇑ Z est convexe si et seulement si K +K ⇑ K.
Démonstration. Soit K un cône de Z. Supposons que K soit convexe. Alors, tx + (1 ↔ t)y → K pour tout x, y → K
et tout t → [0, 1]. En particulier, pour t = 1

2 , on a k :=
1
2x +

1
2y =

1
2 (x + y) → K. Or, K est un cône. Alors, on

déduit donc de la Dé*nition %.( que 2k = x + y → K, d’où K +K ⇑ K.
À l’inverse, supposons que K + K ⇑ K. Puisque c’est un cône, par dé*nition, ωK ⇑ K pour tout ω > 0. En
particulier pour t → [0, 1] *xé : (1↔ t)K ⇑ K et tK ⇑ K. D’où (1↔ t)K + tK ⇑ K +K ⇑ K, i.e. K est convexe. ⊋

Dans ses travaux, Hamel [$, Dé*nition $] introduit le concept d’espace conlinéaire qui généralise la no-
tion d’espace vectoriel. En fait, comme on peut le voir ci-dessous, l’axiomatique est similaire. La principale
di#érence réside dans le fait qu’un espace conlinéaireε ne véri*e pas nécessairement la deuxième loi de dis-
tributivité, i.e. pour tout a → ε et tout ϑ,ϖ ⇒ 0 : (ϑ + ϖ) · a = (ϑa) + (ϖa), contrairement à un espace vectoriel
réel qui doit véri*er cette loi pour tout ϑ,ϖ → ℝ.

Dé’nition $.( (Espace Conlinéaire) . Soit (ε, +), un monoïde commutatif d’élément neutre 0ω. Supposons
que pour tout a, b → ε et tout ϑ,ϖ ⇒ 0 :

ϑ · (ϖa) = (ϑϖ) · a | ϑ · (a + b) = (ϑ · a) + (ϑ · b) | 0 · a = 0ω et 1 · a = a.

Alors, le triplet (ε, +, ·) est appelé espace conlinéaire (réel).
Hamel [$, Dé*nition "+] introduit ensuite la notion d’espace conlinéaire préordonné en considérant un es-
pace conlinéaire (P⇐(Z), +, ·) et un préordre sur P⇐(Z), que nous noterons ⇓, compatible avec sa structure
algébrique, i.e., un préordre tel que pour tout A,B,D,E → P

⇐(Z) et tout ω ⇒ 0 :
(i) A ⇓ B et D ⇓ E implique A +D ⇓ B + E ;
(ii) A ⇓ B implique ωA ⇓ ωB.

Cette dé*nition étend essentiellement le concept d’ensemble partiellement ordonné aux ensembles puissances
(i.e., aux ensembles de parties d’ensembles). En %,"), Geo#roy [!] qui introduit une convergence topologique
sur P⇐(Z) pour les suites d’ensembles en agrégeant au concept de Hamel un préordre stricte ⇔ associé au
préordre ⇓. Ainsi, comme le précise Larrouy [",], pour Geo#roy [!] un espace conlinéaire est un cinq-uplet
(P⇐(Z), +, ·,⇓,⇔) véri*ant l’axiomatique suivante : pour tout A,B,D,E → P

⇐(Z) et tout ω > 0,
(a) les axiomes (i) et (ii) présentés plus hauts sont véri*és ;
(b) A ⇔ B implique A ⇓ B et ωA ⇔ ωB.
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Comme le commente Geo#roy [!], il n’existe pas de topologie naturelle sur P⇐(Z). A*n de surpasser
cette problématique, Geo#roy et Larrouy [(] ont récemment introduit une topologie sur P⇐(Z) basée sur le
concept d’espace conlinéaire (voir Dé*nition %.&). Ces espaces fournissent un cadre adapté au traitement des
problèmes d’optimisation multivoques dont nous discuterons à la Section !.!. En %,%$, Larrouy [",] nomme
Espaces de Geo$roy, toute structure conlinéaire doublement préordonnée à l’aide d’un cône convexe, fermé et
d’intérieur topologique non-vide muni d’une topologie.

#." Construction et propriétés des espaces de Geo!roy
Désormais, à l’instar des travaux de Geo#roy et Larrouy [(], nous supposerons que Z est partiellement or-
donné au moyen de l’ordre partiel ↖C dé*ni part :

z1 ↖C z2 ↙∝ z2 ↔ z1 → C,

où C désigne un cône convexe, fermé et d’intérieur topologique non-vide, i.e., on a int(C) ω ′. Soient A,B →
P

⇐(Z). On rappel que le C-préordre inférieur ⇓lC de Kuroiwa [’] est dé*ni par

A ⇓lC B ↙∝ B ⇑ A + C.

À l’aide de ce préordre, nous pouvons considérer la relation de C-égalité inférieure =lC dé*nie par

A =lC B ↙∝ A ⇓lC B and B ⇓lC A.

Dans leurs travaux, Geo#roy et Larrouy [(] on introduit un préordre strict associé au C-préordre inférieur de
Kuroiwa. Plus précisément, le C-préordre strict ⇔lC de Geo#roy et Larrouy est dé*ni par

A ⇔lC B ↙∝ ↓ ε → int(C), A + {ε} ⇓lC B.

Notons que puisque int(C) ↑ C, A ⇔lC B implique A ⇓lC B.
Dé’nition #." (C-intervalle) . SoientA,B → P

⇐(Z). On appelleC-intervalle entreA etB l’élément deP(P⇐(Z))
noté (A;B)C et dé*ni par :

(A;B)C :=
{
X → P

⇐(Z) | A ⇔lC X et X ⇔lC B
}
.

Dès lors, on appellera topologie de l’ordre sur les ensembles et on note τC, la topologie surP⇐(Z) engendrée
par la famille de tous les C-intervalles de P

⇐(Z). En particulier, Geo#roy et Larrouy [(, Lemme (."] ont
montré le résultat suivant.

Lemme #.$ ([(]) . Soient (A;B)C un C-intervalle et X → (A;B)C. Alors ↓ε → int(C) tel que (X ↔ {ε};X + {ε})C ↑
(A;B)C.

Dans leur travaux, Geo#roy et Larrouy [(, Proposition (.$] ont pu extraire un système fondamental de voi-
sinages simple d’utilisation pour chaque élément de P⇐(Z).

Proposition #.# ([(]) . Soit X → P
⇐(Z). Alors, la famille $C(X) := {(X ↔ {ε};X + {ε})C | ε → int(C)} est une base de

voisinages de X pour τC.

Démonstration. Soit ! := {(A ↔ {ε};A + {ε})C | A → P
⇐(Z), ε → int(C)}. ! étant un ouvert de P

⇐(Z), on a que
! ↑ τC. Soient ε ↑ P

⇐(Z) un ensemble τC-ouvert et X → ε. La famille de tous les C-intervalles de P⇐(Z)
étant une base de τC, il existe A,B → P

⇐(Z) tel que A ⇔lC B et X → (A;B)C ↑ ε. D’après le Lemme !.%,
il existe un vecteur ε → int(C) tel que I := (X ↔ {ε};X + {ε})C ↑ (A;B). Nous avons prouvé l’existence d’un
élément I → ! tel que X → I et I ↑ ε. Par conséquent, ! est une base pour la topologie τC surP⇐(Z).
Soit VX un τC-voisinage de X → P

⇐(Z). La famille ! étant une base pour la topologie τC sur P⇐(Z), on en
déduit qu’il existe A → P

⇐(Z) et ε → int(C) tel que X → (A ↔ {ε};A + {ε})C ↑ VX. Or, d’après le Lemme !.%, il
existe ε∞ → int(C) tel que (X ↔ {ε∞};X + {ε∞})C ↑ (A ↔ {ε∞};A + {ε∞})C. Par conséquent, (X ↔ {ε∞};X + {ε∞})C ↑ VX
et $C(X) est une base de voisinages de X pour τC. ⊋

Ainsi, on appelle espace de Geo!roy (cf. Larrouy [",]) toute structure conlinéaire doublement préordon-
née muni d’une topologie, i.e., toute structure SC de la forme

SC :=
((
S, +, ·,⇓lC, =

l
C,⇔

l
C

)
, τC

)
, (")

où S → P
⇐(P⇐(Z)) et τC est la topologie de l’ordre sur les ensembles associée à

(
S, +, ·,⇓lC, =

l
C,⇔

l
C

)
.
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Lemme #.% ([)]) . Soient c → C et ε → int(C). Alors, il existe N → ℕ∈ tel que ε
2 ↔ c

N → C. En particulier, on a :
{c} ⇔lC {Nε}, ce qui implique Nε ↔ c → int(C).
Démonstration. Posons pour tout n → ℕ∈, cn := c

n . Puisque ε → int(C), on peut trouver un rayon r > 0 tel que
!r

(
ε
2

)
↑ C. Par ailleurs, pour n assez grand, on a :

%%ε
2 ↔ cn ↔ ε

2

%% = ≃cn≃ < r. Par conséquent, il existe N → ℕ∈,
tel que ε

2 ↔ cN → C d’où :

{0Z} ⇓lC
{ ε
2
↔ cN

}
↙∝ {cN } ⇓lC

{ ε
2

}
=∝ {c} ⇔lC {Nε} =∝ {Nε ↔ c} ↑ int(C)↙∝ c <lC Nε.

La preuve est complète. ⊋

Théorème #.& ([)]) . Tout espace de Geo$roy est à bases dénombrables de voisinages.

Démonstration. Soient X → P
⇐(Z) et ε → int(C). D’après la Proposition !.!, on a :

pour tout n → ℕ, Vn
ε :=

(
X ↔ 1

n + 1
· {ε};X + 1

n + 1
· {ε}

)
C
→ $C(X).

Considérons maintenant un voisinage NX de X. D’après la Proposition !.!, on peut supporter sans perte de
généralité queNX := (X ↔ {e};X + {e})C avec e → int(C). D’après le Lemme !.( , on peut trouver N → ℕ tel que{ u
N+1

}
⇔lC {e}. Ce qui implique que V

n
ε (X) ⇑ NX. De plus :

εε(X) :=
⋃
n→ℕ

V
n
ε (X) → $C(X).

Finalement, en invoquant la dénombrabilité de ℕ, la preuve est complète. ⊋

À travers ce théorème, Larrouy [)] a en réalité montré que tout espace de Geo#roy est un espace séquen-
tiel, i.e. τC est dé*nie par l’ensemble de ses suites "convergentes". D’autre part, une conséquence du Théorème
!.$ est le résultat suivant.

Théorème #.(. Tout espace de Geo$roy est un espace de Fréchet-Uryshon.

#.$ Continuité des applications multivoques à valeurs dans un espace de Geo!roy
Soit DF ⇑ X un ensemble non-vide. Nous rappelons qu’une fonction multivoque est une fonction

F : DF ↗ P(Z) := P
⇐(Z) ∋ {′} ,

associant à chaque élément de DF une partie de Z. Désormais, nous considérons l’espace de Geo#royPC(Z)
dé*ni par

PC(Z) :=
((
P

⇐(Z), +, ·,⇓lC, =
l
C,⇔

l
C

)
, τC

)
.

On notera que dans la notation F : DF ↗ PC(Z) implique que DF ⇑ dom(F) := {x → F(x) | F(x) ω ′} .
Dé’nition #.) (τC-continuité) . Une application F : DF ↗ PC(Z) est dite continue en x̄ → DF si pour tout
voisinage VF(x̄) de F(x̄), il existe un voisinage Ux̄ de x̄ tel que pour tout x → Ux̄, F(x) → VF(x̄).
On dira que F(·) est continue sur l’ensemble DF si elle est continue en tout point de DF .

Nous fournissons un exemple de fonction multivoque continue au sens de la topologie de l’ordre sur les en-
sembles. On rappelle qu’un processus convexe au sens de Rockafellar [""] est une application multivoque T
telle que pour tout a1, a2 → A, on a T(a1) + T(a2) ↑ T(a1 + a2), pour tout ϑ > 0 et pour tout a → A, on a
T(ϑa) = ϑT(a) et 0 → T(0).

Exemple #.*. Soient n → ℕ, la matrice M → Mn(ℝ+), h, k → ℝn ainsi que la fonction f : ℝn ↗ ℝ dé%nie par
f (x) :=

∑
1↖i,j↖n mijx2i xj. Pour tout i, j → ℕ tel que i ω j, on a que ϑ2f (x)

ϑxiϑxj
= 2mijxi + 2mjixj et

ϑ2f (x)
ϑx2i

= 2
∑
1↖i↖n milxl

sont linéaires.
Soient Z = ℝn,C := ℝn+, D := ℝn et l’application F : ℝn ↗ PC(ℝ) dé%nie par :

F(a) := {(Hf (a).h|k)ℝn } =




1↖i,j↖n

φ2f (a)
φxiφxj

hikj



.

On veut montrer que l’application F est un processus convexe τℝ+↔continu sur D. Soient a, b → D,

F(a)+F(b) = {(Hf (a).h|k)ℝn }+{(Hf (b).h|k)ℝn } =




1↖i,j↖n

φ2f (a)
φxiφxj

hikj +


1↖i,j↖n

φ2f (b)
φxiφxj

hikj



=




1↖i,j↖n

φ2f (a + b)
φxiφxj

hikj



.

Page | &



3.2 Continuité des applications multivoques à valeurs dans un espace de Geo!roy3 LES ESPACES DE GEOFFROY

On a donc F(a) + F(b) = {(Hf (a + b).h|k)ℝn } = F(a + b), en particulier F(a) + F(b) ↑ F(a + b). Soient a → D et ω > 0.

ωF(a) = ω {(Hf (a).h|k)ℝn } =


ω


1↖i,j↖n

φ2f (a)
φxiφxj

hikj



=




1↖i,j↖n

φ2f (ωa)
φxiφxj

hikj



= {(Hf (ωa).h|k)ℝn } = F(ωa).

De plus, F(0ℝn ) = {(Hf (0ℝn ).h|k)ℝn } =
{∑

1↖i,j↖n
ϑ2f (0ℝn )
ϑxiϑxj

hikj
}
= {0}. On donc bien que 0 → F(0ℝn ). L’application F

est donc bien un processus convexe. Montrons que le processus convexe F est continu sur D. Soit z̄ = (ā + b̄) → ℝn+. Pour
tout ε → int(ℝ+) = ]0; +△[, on a :

F(ā ↔ ε) = {(Hf (ā).h|k)ℝn ↔ ε} ⇔lℝ+ F(ā) = {(Hf (ā).h|k)ℝn }

et F(ā) = {(Hf (ā).h|k)ℝn } ⇔lℝ+ F(ā + ε) = {(Hf (ā).h|k)ℝn + ε} .
On en déduit que pour tout voisinage (F(ā) ↔ ε;F(ā) + ε)ℝ+ avec ε → int(ℝ+), quel que soit le rayon r > 0 choisi, on a
que pour tout z → !r(z̄) : F(z) → (F(z̄ ↔ ε;F(z̄) + ε)ℝ+ . Par conséquent, le processus convexe F est continu sur ℝ

n.

Nous proposons un autre exemple de processus convexe continu.

Exemple #.+. Soient Z = ℝ,C := ℝ+, D := ℝ2+ et l’application F : ℝ
2
+ ↗ PCp (ℝ) dé%nie par :

F(x, y) = [↔2x ↔ 3y; 4x + 5y]
On rappelle qu’un processus convexe au sens de Rockafellar [!!] est une application multivoque T telle que pour tout a1,
a2 → A, on a T(a1) + T(a2) ↑ T(a1 + a2), pour tout ϑ > 0 et pour tout a → A, on a T(ϑa) = ϑT(a) et 0 → T(0).
On veut montrer que l’application F est un processus convexe τℝ+↔continu sur D. Soit (x, y) → D. On a :

F((x, y) + (x∞, y∞)) = [↔2(x + x∞) ↔ 3(y + y∞); 4(x + x∞) + 5(y + y∞)]
F(x, y) + F(x∞, y∞) = [↔2x ↔ 3y; 4x + 5y] + [↔2x∞ ↔ 3y∞; 4x∞ + 5y∞]

Soit (z1, z2) → F(x, y) ▽ F(x∞, y∞). Alors, ↔2x ↔ 3y ↖ z1 ↖ 4x + 5y et ↔ 2x∞ ↔ 3y∞ ↖ z2 ↖ 4x∞ + 5y∞.
Ce qui implique que z1 + z2 → F((x, y) + (x∞, y∞)).
Par conséquent, ↘(x, y) → D,F(x, y) + F(x∞, y∞) ↑ F((x, y) + (x∞, y∞)).
Soient ω > 0 et (x, y) → D. On a :

ωF(x, y) = {ωz | z → [↔2x ↔ 3y; 4x + 5y]}
= {ωz | ↔2x ↔ 3y ↖ z ↖ 4x + 5y}

= {w | ↔2x ↔ 3y ↖ w
ω

↖ 4x + 5y} en posant w = ωz

= {w | ω(↔2x ↔ 3y) ↖ w ↖ ω(4x + 5y)}
= {w | ↔2(ωx) ↔ 3(ωy) ↖ w ↖ 4(ωx) + 5(ωy))}
= F((ωx, ωy))
= F(ω(x, y))

De plus, 0 → F((0, 0)) = {0}. L’application F est donc bien un processus convexe.
Montrons que le processus convexe F est τℝ+↔continu sur D. Soit z̄ = (x̄, ȳ) → D. Pour tout ε → int(ℝ+) = ]0, +△[, on
a :

[↔2x̄ ↔ 3ȳ ↔ {ε}; 4x̄ + 5ȳ ↔ {ε}] ⇔lℝ+ [↔2x̄ ↔ 3ȳ; 4x̄ + 5ȳ]

et [↔2x̄ ↔ 3ȳ; 4x̄ + 5ȳ] ⇔lℝ+ [↔2x̄ ↔ 3ȳ + {ε}; 4x̄ + 5ȳ + {ε}]
On en déduit que pour tout voisinage (F(z̄) ↔ ε;F(z̄) + ε)ℝ+ avec ε → int(ℝ+), quel que soit le rayon r > 0 choisi, on a
que ↘z → !r(z̄) : F(z) → (F(z̄) ↔ ε;F(z̄) + ε)ℝ+ .
Par conséquent, le processus convexe F est τℝ+-continue sur D.

Proposition #.", ([(]) . Soit F : DF ↗ PC(Z). L’application F est semi-continue inférieurement en x̄ → D si et
seulement si elle est séquentiellement continue en x̄, i.e. ↘(xn)n→ℕ ↑ X convergente vers x̄ et tout ε → int(C) : F(x̄)↔ε ⇔lC
F(xn), pour n assez grand.

Démonstration. Soit ε → int(C). Supposons que F(·) soit semi-continue inférieurement en x̄ → X. Alors, il existe
un voisinage Ux̄ de x̄ tel que pour tout x → Ux : F(x̄)↔ {ε} ⇔lC F(x). Considérons une suite xn ↗ x̄. Ainsi, pour
n su.samment grand, on a xn → Ux̄, d’où : F(x̄) ↔ {ε} ⇔lC F(xn). En d’autres termes, F(·) est séquentiellement
semi-continue inférieurement en x̄. À l’inverse, si F n’est pas semi-continue inférieurement en x̄, alors il
existe ε̄ → int(C) tel que pour tout réel ϖ > 0, on puisse trouver x → !ϖ(x̄)̸D, tel que F(x) ϑ (F(x̄) ↔ {ε̄})+C. Par
conséquent, pour tout n → ℕ, il existe N > n, tel que :

xN → ! 1
n
(x̄) ̸D, tel que : F(xN ) ϑ (F(x̄) ↔ {ε̄})+C .

En somme, il existe une suite xn convergente vers x̄ tel que F(xn) ne véri*e pas l’estimation : F(x̄)↔{ε̄} ⇔lC F(xn),
i.e. F(·) n’est pas séquentiellement semi-continue inférieurement en x̄. ⊋
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#.# Optimisation conlinéaire sur les espaces de Geo!roy
L’optimisation multivoque est le domaine des mathématiques s’intéressant aux problèmes de minimisa-

tion ou de maximisation de fonctionnelles multivoques à valeurs dans un ensemble partiellement ordonné
par un cône possédant diverses propriétés. En general, ce type de problèmes prend la forme :

SOP(F,C,D) :


Minimiser F(x),
par rapport à C,
tel que x → D,

où F : D ↗ P
⇐(Z) est la fonction objectif et D ⇑ dom F ⇑ X est le domaine admissible. Il est courant

que X soit un espace vectoriel.
Dans la littérature, on retrouve deux visions relativement distinctes du concept de solution pour les pro-
blèmes d’optimisation multivoque, chacune résultant d’une façon propre d’approcher ce type de problèmes :
l’approche vectorielle et l’approche ensembliste que nous considéreons dans la suite de notre travail.

On précise que résoudre SOP(F,C,D) par l’approche ensembliste consiste à trouver les points x̄ → D, ap-
pelées solutions minimales, tels que F(x̄) possède certaines propriétés de minimalité. Cette approche repose
sur la notion de famille des images de F, i.e. la famille F := {F(x̄) | x̄ → D}.

Dé’nition #."" (Semi-continuité inférieure) . Une application F : DF ↗ PC(Z) sera dite semi-continue
inférieurement en x̄ → DF si pour tout ε → int(C), il existe un voisinage Ux̄ de x̄ tel que pour tout x → Ux̄ :
F(x̄) ⇔lC F(x) + {ε}.
On dira que F(·) est semi-continue inférieurement sur DF si elle l’est en tout point de DF .

Dé’nition #."$ ([",]) . Soit F : X ↗ P
⇐(Z) une application multivoque. Un point x̄ → D est appelé solu-

tion minimale de Pareto de SOP(F,C,D) si avoir x → D et F(x) ⇓lC F(x̄) implique F(x̄) ⇓lC F(x). On note
SOP(F,C,D), l’ensemble des solutions minimales de Pareto.

Dé’nition #."#. Soit une fonction multivoque F : D↗ PCp (Z). On appelle ensemble de sous-niveau de F(·)
au niveau y → F(D), l’ensemble dé*ni par :L↔

y (F) :=
{
x → D

 F(x) ⇓lC {y}
}
.

Dans leurs travaux, Hernández et Rodríguez-Marín [&, Théroème $.)], ont prouvé le résultat suivant :

Lemme #."%. Soient A,B → P
⇐(Z) tel que A est C-fermé. Si pour tout ε → int(C), on a que A ↔ {ε} ⇔lC B alors

A ⇓lC B.

Théorème #."& (Condition su.sante pour l’existance de solutions minimales de Pareto) . Soient une fonc-
tion multivoque F : D ↗ PCp (Z) et D ⇑ domF tel que D soit compact. Si pour tout y → F(D), L↔

y (F) :={
x → D

 F(x) ⇓lC {y}
}
est fermé, alors PE!(F,C,D) est non vide.

Théorème #."( (Existance de solutions minimales de Pareto) . Soient une fonction multivoque F : D↗ PCp (Z)
et D ⇑ domF tel que D soit compact. Si F(·) est inférieurement τC-semi-continue et à valeurs C-fermées sur D, alors
PE$(F,C,D) est non vide.

Démonstration. Soient D un ensemble compact et F : D ↗ PCp (Z), une application multivoque τC-semi-
continue et à valeurs C-fermées sur D. Soit l’image de D par F dé*nie par F(D) :=


x→D{F(x)}.

Considérons y → F(D) et une suite {xn} ↑ L(y) telle que xn
||·||X↔↔↔↔↗ x̄ → X. D’après le Théorème !."$, il su.t

de prouver que x̄ → L(y). Puisque L(y) ⇑ D, on en déduit que x̄ → D. D’après la Proposition !.",, on a que
F(·) est séquentiellement inférieurement τC-semi-continu en x̄, i.e. pour toute suite (xn)n→ℕ d’éléments de X
convergeant vers x̄ et pour tout ε → int(C),

F(x̄) ↔ {ε} ⇔lC F(xn), pour n su.samment grand. (%)

En combinant (%) avec le fait que que xn ↑ L(y), on obtient

pour tout ε → int(C),F(x̄) ↔ {ε} ⇔lC {y}. (!)

Or, considérons A,B → P
⇐(Z) avec A C-fermé. Geo#roy et Larrouy ont montré en [(, Lemme (.",], que si

A ↔ {ε} ⇔lC B pour tout ε → int(C), alors A ⇓lC B. Ainsi, puisque F(x̄) est C-fermé par hypothèse, en posant
A = F(x̄) et B = {y} on a par suite que x̄ → L(y). On en déduit que L(y) est fermé dans D par caractérisation
séquentielle d’un ensemble fermé. Par conséquent, PE!(F,C,D) est non vide. ⊋

Exemple #."). Soient Z = ℝ2,C := ℝ2+ , D := [1, 4] et l’application F : [1, 4]↗ PCp (ℝ
2) dé%nie par :

F(x) = [ln x;
↦
x] ▽ [2 + sin x2; 3 + sin2 x2]. (()
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F&>2(’ ? – Une visualisation numérique du graphe de F

On veut montrer que le problème d’optimisation multivoque SOP(F,ℝ2+ , [1, 4]) admet au moins une solution mini-
male de Pareto, i.e. PE! (F,ℝ2+ , [1, 4]) ω ′. On a queD = [1, 4] est bien compact. De plus, ↘x → [1, 4], cl(F(x)+ℝ2+) =
cl([ln x;

↦
x] ▽ [2 + sin x2; 3 + sin2 x2] + ℝ2+) = [ln x;

↦
x] ▽ [2 + sin x2; 3 + sin2 x2] + ℝ2+ = F(x) + ℝ2+ , i.e. F est à

valeurs ℝ2+-fermées sur [1, 4]. Montrons que l’application F est τ
ℝ2+ -continue en tout point x̄ → [1, 4]. Soit x̄ → [1, 4].

Pour tout ε = (ε1, ε2) → int(ℝ2+) =]0, +△[2, on a :

[ln x̄ ↔ ε1;
↦
x̄ ↔ ε1] ▽ [2 + sin x̄2 ↔ ε2; 3 + sin

2 x̄2 ↔ ε2] ⇔l
ℝ2+
[ln x̄;

↦
x̄] ▽ [2 + sin x̄2; 3 + sin2 x̄2]

et [ln x̄;
↦
x̄[▽]2 + sin x̄2; 3 + sin2 x̄2] ⇔l

ℝ2+
[ln x̄ + ε1;

↦
x̄ + ε1] ▽ [2 + sin x̄2 + ε2; 3 + sin2 x̄2 + ε2].

On en déduit que pour tout voisinage (F(x̄)↔ ε;F(x̄) + ε)ℝ2+ avec ε → int(ℝ2+), quel que soit le rayon r > 0 choisi, on a que
↘x → !r(x̄) : F(x) → (F(x̄) ↔ ε;F(x̄) + ε)ℝ2+ . Par conséquent, l’application F est τ

ℝ2+ -continue sur [1, 4], ce qui implique

qu’elle est inférieurement τℝ
2
+ -semi-continue sur [1, 4].

Par suite, d’après le Théorème (!."&) , SOP(F,ℝ2+ , [1, 4]) admet bien au moins une solution minimale de Pareto, i.e.
PE! (F,ℝ2+ , [1, 4]) ω ′.

#.% Ma première contribution aux espaces de Geo!roy
En analyse univoque, on sait que les propriétés suivantes sont équivalentes :
(a) f : Df ↗ Y est continue sur Df
(b) l’image réciproque d’un ouvert Y → P(Y) par F(·) est un ouvert de X ∀ Df .

On se propose dans cette partie d’adapter les notions d’images et d’images réciproques d’une fonction uni-
voque, aux applications multivoques à valeurs dans un espace de Geo#roy.

Dé’nition #."*. Soit F : X ↗ PC(Z). On appelle C-image par F de X ⇑ domF , l’ensemble dé*ni par
FC(X) := {Y → P

⇐(Z) | ↓x → X,F(x) =lC Y}.

Dé’nition #."+. Soit F : X ↗ PC(Z). On appelle image réciproque par F de Y ⇑ PC(Z), l’ensemble dé*ni
par F↔1(Y) := {x → X | F(x) → Y}.

Exemple #.$,. Soient Z = ℝ2,C := ℝ2+ ,D := ℝ+ et l’application F : ℝ+ ↗ PC(Z) dé%nie par :

F(x) := [1, 4] ▽ [2 + x; x2 + 4].

L’image de l’ensemble [4; 6] par F est F([4; 6]) =

x→[4;6] F(x) = [1; 4] ▽ [6; 36].

Déterminons la C-image de l’ensemble [4; 6] par F, i.e. FC([4; 6]) := {Y → P
⇐(ℝ2+) | ↓x → [4; 6],F(x) =lC Y} :

Soient Y → P
⇐(ℝ2+) et x → [4; 6]. Alors ↓a, c → ℝ+, b, d → ℝ+ ∋ {+△}, avec a < b et c < d tel que Y = [a; b] ▽ [c; d].

Y =lC F(x)∃ Y ⇓lC F(x) et F(x) ⇓
l
C Y

∃ Y ↑ F(x) + C et F(x) ↑ Y + C
∃ [a; b] ▽ [c; d] ↑ [1, 4] ▽ [2 + x; x2 + 4] +ℝ2+ et [1, 4] ▽ [2 + x; x2 + 4] ↑ [a; b] ▽ [c; d] +ℝ2+
∃ a = 1; b ⇒ 4; c = 2 + x et d ⇒ x2 + 4.
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On en déduit que FC([4; 6]) =
{
[1; b] ▽ [2 + x; d]

 x → [4; 6], b ⇒ 4 et d ⇒ x2 + 4} = [1, +△[ ▽ [6, +△[.
Déterminons l’image réciproque de P⇐(ℝ) ▽P

⇐([3; 53]) par F(·) :

F↔1

P

⇐(ℝ) ▽P
⇐([3; 53])


=
{
x → ℝ+ | F(x) → P

⇐(ℝ) ▽P
⇐([3; 53])

}
= [1; 7] ↑ ℝ+.

Dé’nition #.$" (Continuité (avec l’image réciproque)) . Une application multivoque F : X ↗ PCp (Z) est
dite continue sur X si pour toute partie ouverte ε de PCp (Z), l’image réciproque de ε par F, i.e. l’ensemble
F↔1(ε) est une partie ouverte de X.

Théorème #.$$. Soient F : X ↗ PC(Z) et NX l’ensemble des parties ouvertes de X. Les assertions suivantes sont
équivalentes :
(i) F est τC-continue sur DF
(ii) ↘ε → P

⇐(Z),↘ε → int(C),F↔1((ε ↔ {ε};ε + {ε})C) → NX

Démonstration. Soient ε → P
⇐(Z) et ε → int(C). D’après la Proposition !.!, (ε ↔ {ε};ε + {ε})C → $ (ε) et est

τC-ouvert. Supposons que F soit τC-continue sur DF . On considère x̄ → F↔1((ε↔ {ε};ε + {ε})C) ⇑ DF . Alors
d’après la Dé*nition (!.")) , F(x̄) → (ε↔ {ε};ε+ {ε})C. Comme F est τC-continue en x̄, ↓Ux̄ → NX tel que pour
tout x → Ux̄,F(x) → (ε ↔ {ε};ε + {ε})C. Or, on a :

F↔1((ε ↔ {ε};ε + {ε})C) = {x → X | F(x) → (ε ↔ {ε};ε + {ε})C}.

D’où Ux̄ ⇑ F↔1((ε ↔ {ε};ε + {ε})C). Par conséquent, F↔1((ε ↔ {ε};ε + {ε})C) → NX.
On en déduit que ↘ε → P

⇐(Z),↘ε → int(C),F↔1((ε ↔ {ε};ε + {ε})C) → NX.
À l’inverse, considérons x̄ → DF et supposons que ↘ε → P

⇐(Z),↘ε → int(C),F↔1((ε↔ {ε};ε+ {ε})C) → NX. Soit
ε → int(C). Alors, on a en particulier pourε = F(x̄) → P

⇐(Z) :

F↔1((F(x̄) ↔ {ε};F(x̄) + {ε})C) → NX.

En d’autres termes F↔1((F(x̄) ↔ {ε};F(x̄) + {ε})C) est un ouvert de DF , et comme x̄ → DF , ↓Ux̄ tel que Ux̄ ⇑
F↔1((F(x̄) ↔ {ε};F(x̄) + {ε})C). D’où :

↘x → Ux̄, x → F↔1((F(x̄) ↔ {ε};F(x̄) + {ε})C)↙∝ F(x) → (F(x̄) ↔ {ε};F(x̄) + {ε})C.

On en déduit que pour tout x̄ → DF ,↓Ux̄ tel que pour tout x → Ux̄, F(x) → (F(x̄) ↔ {ε};F(x̄) + {ε})C. Par
conséquent, F est τC-continue sur DF . ⊋

Exemple #.$#. Soit Z := ℝ+,C := ℝ+,D := ℝ et l’application F : ℝ+ ↗ PC(Z) dé%nie par :

F(x) =

[ln x; 2x + 7] si x → [1; +△[,
{cos |x|} si x → ]↔△; 1[.

On veut montrer que l’application F n’est pas continue sur ℝ+ en appliquant la réciproque du Théorème #."", i.e. :

F n’est pas continue sur DF ∃ ↓ε → P
⇐(Z),↓ε → int(C),F↔1((ε ↔ {ε};ε + {ε})C) ϑ NX.

Considérons x̄ := 1 → DF , ε̄ := 1 → int(ℝ+) etε = F(x̄) → P
⇐(Z). On a :

F↔1((F(x̄)↔{ε̄};F(x̄)+{ε̄})ℝ+ ) = F↔1(([ln x̄↔ε̄; 2x̄+7↔ε̄]; [ln x̄+ε̄; 2x̄+7+ε̄])ℝ+ ) = F↔1(([↔1; 9]; [1; 10])ℝ+ ) = [1;
3
2
] ϑ NX.

Par conséquent, d’après le Théorème #."", F(·) n’est pas continue sur DF .
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Partie &
C3$502,&3$

Nous clôturons ce rapport par une présentation de la structure d’accueil du stage, une synthèse du travail
e#ectué ainsi que mes impressions sur le métier d’enseignant-chercheur.

%." La structure d’accueil
Mon stage s’est déroulé au laboratoire de Mathématiques, Informatique et Applications, communément

appelé LAMIA, correspondant à l’unité de recherché (UR"_") de l’Université des Antilles. Ledit laboratoire
compte à ce jour une soixantaine de membres, répartis en une trentaine de membres permanents, à savoir
les Maîtres de conférences et Professeurs des Universités, ainsi que les membres temporaires, notamment
des doctorants et des ATER. Le LAMIA est organisé en huits groupes thématiques tels que le CAVA, un de
ceux dédiés aux Mathématiques, notamment l’Optimisation, le LIA, un de ceux dédiés à l’informatique en
Intelligence artifcielle et le GRATIN qui est à la croisée de plusieurs disciplines. Au sein du laboratoire, les
recherches dans le domaine des Mathématiques se concentrent en particulier sur le contrôle optimal, l’opti-
misation, la modélisation, l’analyse des équations aux dérivées partielles, les problèmes inverses et la topologie
générale.

%.$ Synthèse du travail e!ectué
Au cours de ce stage, nous avons pu étudier les fondements des Espaces de Geo#roy ainsi que certaines

de leurs applications en analyse multivoque et en optimisation, à l’aide d’articles scienti*ques sur le sujet ainsi
que des livres de topologie générale. Dans la suite, nous avons pu apporter notre contribution aux Espaces de
Geo#roy par l’adaptation de concepts et d’un résultat d’analyse univoque à l’analyse multivoque compatible
avec les Espaces de Geo#roy.

%.# Mes impressions sur le métier d’enseignant-chercheur
Vivre ce stage m’aura permis d’en apprendre davantage sur le métier d’enseignant-chercheur. En l’occur-

rence, j’ai pu me rendre compte qu’il s’agit d’un métier exigeant, nécessitant une grande rigueur, des qualités
certes intellectuelles mais aussi humaines de collaboration, de remise en question et de patience. La recherche
est d’une part, selon moi, une activité passionnante, une source d’enrichissement intellectuel, lors de la phase
de documentation et l’élaboration d’une bibliographie. Mais aussi de ré-exion, de questionnement et de créa-
tion pour apporter, aussi modeste qu’elle soit, notre pierre à l’édi*ce scienti*que. En*n, vient le moment de
la transmission, avec la rigueur scienti*que et les normes académiques de rédaction qui s’imposent, de ce que
l’on apporte mais aussi de ce que l’on a reçu et compris de ceux qui nous ont précédé et avec qui, le cas échéant
on a pu collaborer. De mon point de vue, le trait d’union entre enseignant et chercheur est la condition sine
qua non nous ne pourrions continuer à élever l’édi*ce des connaissances mathématiques dont la construction
nous a précédé et continuera avec les générations futures.

%.% Remerciements
Je tiens à remercier mon tuteur, le Dr. James Larrouy de m’avoir permis de vivre ce stage plus qu’enrichis-

sant intellectuellement et humainement, sous son encadrement. En l’occurrence, tout au long du stage, le Dr.
James Larrouy a su m’encourager, faire preuve d’une grande patience, se rendre régulièrement disponible, me
donner de précieux conseils pour acquérir de nouvelles compétences, gagner en autonomie et faire grandir
mon goût pour les Mathématiques. Avec lui, j’ai pu me rendre compte qu’être enseignant-chercheur, plus
qu’un métier, c’est une véritable vocation au service du développement des connaissances mathématiques et
de leur transmission.
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